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مهم تذكر

نيوتني روش هاي از استفاده و شود انجام اويلرلاگرانژ معادلات و لاگرانژ فرماليسم از استفاده با بايد صرفاً تمرين اين سوالات تمامي حل
نيست. مجاز

اول سوال ۱
آوريد بدست هوا مقاومت بدون و يكنواخت گرانشي ميدان در را پرتابه حركت معادلات

دوم سوال ۲
ميشود بيان پارامتري معادلات اين قالب در چرخزاد اين ميكند.سطح حركت آزادانه صاف چرخزاد جوي يك امتداد در اي ذره

x =
a

4

(
2θ + sin θ

)
y =

a

4

(
1− cos(2θ)

)
بيابيد. را ذره حركت معادلات و لانگرانژي است. ثابت a و θ ∈ [0, π] آن در كه

سوم سوال ۳
آوريد. بدست را زير آتوود ماشين معادلات

چهارم سوال ۴
پتانسيل تأثير تحت و دارد قرار سه بعدي فضاي در m جرم به ذره يك

V (x, y, z) =
1

2
k(x2 + y2 + z2)

دارد. قرار

۳
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با است برابر T جنبشي انرژي آن در كه بنويسيد، ذره براي را L = T − V لاگرانژي تابع .۱

T =
1

2
m(ẋ2 + ẏ2 + ż2).

آوريد: بدست x, y, z مختصات براي اويلرلاگرانژ معادلات .۲

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
= 0, qi = x, y, z.

مي كند. حركت x جهت در v0 اوليه سرعت با مبدأ از ذره مثلاً كنيد؛ حل دلخواه اوليه شرايط براي را حركت معادلات .۳

پنجم سوال ۵
زير صورت به فنر پتانسيل انرژي است. متصل مبدأ به شعاعي فنر يك با و مي كند حركت اصطكاك بدون افقي صفحه يك روي m جرم به ذره يك يك

است:
V (r) =

1

2
kr2

با است برابر جنبشي انرژي كه بنويسيد، (r, θ) قطبي مختصات در را L = T − V لاگرانژي تابع .۱

T =
1

2
m(ṙ2 + r2θ̇2).

آوريد: بدست θ و r براي اويلرلاگرانژ معادلات .۲

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
= 0, qi = r, θ.

كنيد. بيان ساده شكل به را شعاعي حركت معادله و كنيد تعيين را زاويه اي) (گشتاور زاويه اي حركت ثابت .۳

ششم سوال ۶
مي كند. عمل mg گرانش نيروي و است α افق به نسبت سطح شيب زاويه مي كند. حركت اصطكاك بدون شيبدار سطح يك روي m جرم به ذره يك

ترتيب: به پتانسيل و جنبشي انرژي بنويسيد. سطح) امتداد (در x مختصات براي را L = T − V لاگرانژي تابع .۱

T =
1

2
mẋ2, V = mgx sinα.

آوريد: بدست را x(t) براي اويلرلاگرانژ معادله .۲
d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
− ∂L

∂x
= 0

باشد. بوده ساكن ابتدا در ذره اگر كنيد، پيدا زمان تابع عنوان به را آن سرعت و كنيد حل را ذره حركت معادله .۳

امتيازي سوال ۷
است: شده داده شوارتزشيلد متريك توسط گرانشي ميدان دارد. قرار M مركزي جرم يك گرانشي ميدان در m جرم به ذره يك

ds2 = −
(
1− 2GM

c2r

)
c2dt2 +

(
1− 2GM

c2r

)−1

dr2 + r2(dθ2 + sin2 θ dϕ2)

مي گيرد. صورت θ = π/2 صفحه در ذره حركت كنيد فرض

هم حركت ناظر توسط كه است زماني τ ويژه زمان مي كند. تعيين را ds2 فضازماني فاصله و بوده فضازمان هندسي ساختار مشخص كننده gµν متريك
رابطه از و مي شود اندازه گيري ذره با

dτ2 = − 1

c2
ds2

مي آيد. به دست

۴
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بنويسيد: را ذره لاگرانژي .۱
L =

1

2
gµν ẋ

µẋν ,

است. ذره محلي زمان τ و است ẋµ = dxµ

dτ كه

آوريد: بدست ϕ و r مختصات براي را اويلرلاگرانژ معادلات .۲

d

dτ

(
∂L

∂ṙ

)
− ∂L

∂r
= 0,

d

dτ

(
∂L

∂ϕ̇

)
− ∂L

∂ϕ
= 0

كنيد: تعيين را انرژي و زاويه اي حركت ثابت هاي .۳

ℓ = r2ϕ̇, E =

(
1− 2GM

c2r

)
ṫc2

صورت: به را حركت شعاعي معادله .۴(
dr

dτ

)2

= E2/c2 −
(
1− 2GM

c2r

)(
c2 +

ℓ2

r2

)
آوريد. بدست

كلاسيك: شكل به را حركت معادله و بزنيد نيوتني تقريب ،v ≪ c ذره سرعت و r ≫ 2GM/c2 فرض با .۵

m
d2r

dt2
= −GMm

r2
r̂

دهيد. كاهش

باشيد. موفق

۵
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